














EQUIVALENZA MASSA-ENERGIA

(Da A. Pais, Sottile è il Signore… Bollati Boringhieri, p. 164)

L’espressione 7.17 è W = ∫ K ' dx '  = m∫
0

v

γ3 vdv = mc2(γ – 1).



DEDUZIONE DELLA FORMULA E = mc2 SECONDO IL PRINCIPIO DI MINIMA AZIONE  

 

Secondo il principio di minima azione per un sistema meccanico esiste un integrale S, detto azione, che è 
minimo per il moto effettivo. Esso deve essere invariante per le trasformazioni di Lorentz, deve quindi essere 
l’integrale di uno scalare e sotto il segno d’integrazione devono comparire solo differenziali del primo ordine. 
Il solo scalare di questo tipo che si può formare per una particella materiale libera è l’intervallo ds o αds, dove 
α è una costante. L’azione sarà data dall’integrale 

S = - α ∫ 𝑑𝑠!
"  esteso alla linea d’universo compresa fra i due eventi a e b che rappresentano le posizioni iniziale 

e finale occupate dalla particella negli istanti t1 e t2, vale a dire tra i punti d’universo dati. La costante α deve 
essere una grandezza positiva per tutte le particelle (ci troviamo in uno spazio quadridimensionale di 
Minkowski, nel quale l’integrale ∫ 𝑑𝑠!

"  ha un valore massimo quando è esteso ad una retta di universo e può 
quindi essere reso arbitrariamente piccolo se esteso ad una curva di universo; così l’integrale preceduto dal 
segno positivo – se α fosse negativo – non avrebbe un minimo). 

L’azione si può rappresentare sotto forma di integrale del tempo: S = ∫ 𝐿𝑑𝑡#!
#"

, in cui L è la funzione di Lagrange 

o lagrangiana del sistema meccanico. Dalla relazione ds = c dt &1 − $!

%!
 ricaviamo S = ∫ −𝛼𝑐#!

#"
&1 −	$

!

%!
𝑑𝑡 . 

La lagrangiana per la particella è quindi L = - αc &1 −	$
!

%!
 .  La grandezza α caratterizza la particella data; in 

meccanica classica ogni particella è caratterizzata dalla sua massa m e nel passaggio al limite per c → ∞, L si 
deve trasformare nell’espressine classica dell’energia cinetica L = &$

!

'
. Sviluppando allora L in serie di potenze 

di $
%
 , trascurando nello sviluppo i termini superiori al secondo ordine, otteniamo L = - αc &1 −	$

!

%!
 ≈ - αc + 

($!

'%
. I termini costanti della lagrangiana non incidono sulle equazioni del moto e si possono omettere. 

Omettendo la costante αc in L e confrontando con l’espressione classica si trova α = mc. L’azione per una 

particella libera è quindi S = - mc ∫ 𝑑𝑠!
"  e la lagrangiana L = -mc2 &1 −	$

!

%!
 . 

La quantità di moto di una particella è il vettore p = &𝐯

*+,	#
!

$!

 . 

 L’energia E della particella è la grandezza pv – L. Dopo una semplice sostituzione si ottiene E = &%!

*+,	#
!

$!

 . Dalla 

formula si vede che, in meccanica relativistica, l’energia di una particella libera non si annulla per v = 0, ma 
prende il valore  

E0 = mc2. 

 

 



DEDUZIONE DELLA FORMULA E=mc2 PARTENDO DALLA QUANTITÀ DI MOTO (IMPULSO) 
 
La legge di Newton F = !"

!#
 , dove p è l’impulso o quantità di moto e t il tempo. 

L’impulso relativistico è dato da p = $%

&'	)	!
"

#"

 = γmv. 

Al limite (per c infinita) F deve ridursi alla sua espressione classica: F = !
!#

 $%

&'	)	!
"

#"

 ;derivando la velocità 

rispetto al tempo otteniamo, dopo alcuni semplici passaggi: 

F = m
$!
$%

*')	!
"

#"
+
& "'

 . L’integrale della forza per accelerare la particella di massa m dalla velocità 0 fino a v è uguale 

all’energia cinetica K acquisita dalla particella 
K = m∫ %

*')	!
"

#"
+
& "'

%
, dv =	 $-

"

&')	!
"

#"

 - mc2 = γmc2 – mc2. Se v = 0, γ = 1 e K = 0, quindi l’energia totale deve valere 

E = mc2 che è l’energia della particella a riposo. 



DEDUZIONE DELLA FORMULA E=mc2 
(Utilizzando la funzione di Lagrange calcolata in precedenza 

mediante il metodo variazionale) 
 
Le lettere p e v, in grassetto, rappresentano grandezze vettoriali; v2 
è invece, ovviamente, uno scalare. 

La lagrangiana in meccanica relativistica è L = −mc2"1 −	!
!

"!
; la 

quantità di moto o impulso è il vettore  
p = #$

#𝒗
 le cui componenti sono le derivate di L rispetto alle 

componenti di v. 
Eseguendo la derivazione, otteniamo p = &𝒗

'()	"
!

#!

. 

L’energia E di un sistema meccanico è data dalla formula  
E = pv – L: sostituendo i valori trovati otteniamo 𝐸 = 	 &"!

'()	"
!

#!

. 

Quando la velocità si annulla l’energia avrà il valore E0 = mc2 che 
rappresenta l’energia a riposo. 
 


















