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Fig. 2.6. Un'illustrazione geometrica delle trasformazioni di Lopents. Esse si
riducono ad una rotazione degli assi 2 e T di un angolo ¢ = arctg B attorno
all'origine nella direzione della bisettrice dell’angolo coordinato verso la posi-
zione finale 2/, v'. Le rette 2 — costante sono ora parallele all’asse Ot e le
rette v = costante sono parallele all’asse Oz’ (siamo passati al sistema di coop-
dinate rettilineo ma obliquo). Il passaggio da X a K’ corrisponde alla conver-
genza degli assi v e 2’ (a); il passaggio inverso alla divergenza degli assi ¢
e z (b).
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Fig. 24. Dilaiagione dei tempi.

Gi: eventi A, B corrispondono a due diverse posi-

zieni x, (A), x, (B) delle lancette dell’orologio di
sitwate in yy. Llintervallo di iempa pmprzo fra

A ¢ B misurato da ) ¢ quindi =%y (B) —

—x, (A); O, che vede € muoversi con velocita v,

misira invece un intervallo di tempe 'I7 maggiore:
T'=x'(B)—x,(A) =T/} 1—-@. La f-
gura illustra geomeivicamente tale effetio, e mosira
che T non dipende dalla posizione v, in cui é posito
Porologio di ©.
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Fig. 3.7. Schizzo schematico dell’esperimento di Fizeau. Una lamina semitraspa-
rente PP separa il raggio di luce proveniente dalla sorgente in due fasei di luce,
uno lungo il flusso d'acqua e 1'altro nel verso opposto. Fresnel, che studiava la
propagazione della luce in un mezzo in movimento, supponeva che se la velocitd
della luce nell’acqua immobile fosse v e quella della corrente d’acqua V, la
velocitd della luce v per 1'osservatore, rispetto a cui 1'acqua si ntuove, sarebbe
v=v' £ kV, dove il segno « + » corrisponde alla propagazione della luce lungo
la corrente dell’acqua, e il segno ¢ — » alla propagazione in senso inverso;
% e chiamato coefficiente di trascinamento. Questo coefficiente fu cercato da
Fizeau, che ha condotio ’esperimento descritto. B derivato da questo esperi-
mento che k=1 — 1/n®. La teoria della relativitd spiega naturalmente il
risultato di Fizeau (vedi il testo). I dettagli dell’esperimento si possono trovare
nei libri [13] e [151.
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L’inerzia di un corpo
dipende dal suo contenuto di energia? (1905)

I risultati della precedente ricerca portano a una conclusione
molto interessante, che ora intendo dedurre.

Avevo basato quella ricerca sulle equazioni di Maxwell
Hertz per lo spazio vuoto unite all’espressione maxwelliana per
I'energia elettromagnetica dello spazio, nonché sul seguente
principio: '

Le leggi secondo cut cambiano gli stati dei sistemi fisict sono
indipendenti dal fatto che questi cambiamenti siano riferiti all’ uno
o all’altro di due sistensi di coordinate che si muovano, ['uno
rispetto all’altro, di moto traslatorio parallelo e uniforme (princi
pio di relativita),

Fondandomi su questi principi' ho dedotto, tra Taltro, il
seguente risultato (§ 8). Sia dato un sistema di onde di luce
piane che, rispetto al sistema di coordinate (x, y, z), possieda
I'energia /, e si supponga che la direzione del raggio (normale
all’onda) formi un angolo @ con I'asse x del sistema. Introdu.
ciamo ota un nuovo sistema di coordinate (&, 1, £) che, rispetto
al sistema (x, v, z), si muova con traslazione parallela e uni
forme, e la cui origine si muova con velocita » lungo l'asse «,
Allora la quantitd di luce in oggetto possiede un’energia che,
misurata nel sistema (€, 0, £), & data da

1—cosq-v/c
L=p¥e

Je=1

3

' 11 prineipio della costanza della velocita della luce & ovviamente contenulo
nelle equazioni di Maxwell.
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INERZIA DI UN CORPO

dove ¢ indica la velocita della luce. Questo risultato & alla base
i quanto segue.

Abbiamo un corpo in quiete nel sistema (x, , z), ¢ la sua
cnergia, riferita a questo sistema, & E,. Indichiamo con H,
ln sua energia riferita al sistema (&, 1, £) (che si muove, come
W ¢ detto, con la velocitd »). Supponiamo che questo corpo
cmetta, lungo una direzione che forma un angolo ¢ con I'asse x,
onde luminose piane di energia [/2 (misurata nel riferimento (x,
), 7)), e nel contempo emetta una uguale quantita di luce nella
irezione opposta. Il corpo, intanto, permanga in quiete rispetto
i (x, 9, z). I principio di conservazione dell’energia deve essere
applicabile al processo che stiamo esaminando, e deve esserlo
(per il principio di relativitd) con riferimento a entrambi i si-
stemi di coordinate. Indichiamo con E, e H, i valori dell’ener-
pia, misurata rispettivamente nei sistemi (x, y, z) e (§, 0, 0),
dopo Temissione della luce. Usando la relazione precedente-
mente data otteniamo

1 1
EU=El+§L+§L,

1 1—cosg-v/c 1_14cosp-v/c
Hy,=H,+-L ity -
. e 1= 2 V1-0%¢7
B
Vi—vie )
|’cr sottrazione si ottiene

HQ—EO—(Hl—E,):L(;ﬂ) .
/c?

1—4°

=H,+

| due differenze H—E che figurano in questa espressione
hanno un semplice significato fisico: H e E sono valori dell’ener-
pin dello stesso corpo riferiti a due sistemi di coordinate in reci-
proco moto relativo, il corpo essendo in quiete in uno dei si-
stemi (sistema (x, y, 2,)). E allora chiaro che H— E differisce dal-
['cnergia cinetica K, riferita al sistema (§, 1, §), solo per una
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costante additiva C, che dipende dalla scelta delle costanti
arbitrarie di H ed E. Poiché C non varia durante I'emissione,
possiamo porre

H,—E,=K,+C,

H-E=K+C.

Se ne deduce che

1
K —K[:L(—'— ) :
! V1—v/c?

L’energia cinetica del corpo rispetto a (&, 1, {) diminuisce,
come risultato dell’emissione della luce, e Pammontare della
diminuzione & indipendente dalle proprieta del corpo. E, inoltre,
la differenza K,— K, come I'energia cinetica dell’elettrone (§ 10),
dipende dalla velocita.

Trascurando quantita piccole del quarto ordine o di ordine
superiore si ha

1B .,

K@—K1=§F2) &

Da questa equazione direttamente segue che se u# corpo emette
un’energia L sotto forma di radiazione, la sua massa diminuisce di
L/c. 11 fatto che I'energia sottratta al corpo divenga energia di
radiazione non & essenziale, e la conclusione che se ne trae & di por-
tata pit generale: la massa di un corpo & una misura del suo conte-

nuto di energia; variando I'energia di una quantita I, la massa
varia, nello stesso senso, di L/9 X 10%, se I’energia si misura in erg
e la massa in grammi,

Non ¢ da escludere che la teoria trovi conferma nel caso di

corpi a contenuto energetico fortemente variabile, come i sali di
[tadio. Sela teotia & conforme ai fatti, allora la radiazione trasporta

¢ Inerzia tra corpi emittenti e corpi assorbent.
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EQUIVALENZA MASSA-ENERGIA

(Da A. Pais, Sottile ¢ il Signore... Bollati Boringhieri, p. 164)

164 CAPITOLO SETTIMO

7b. Settembre 1905: sulla relazione E = mc?

“La massa di un corpo ¢ una misura del suo contenuto di energia”,
scrisse, a conclusione della memoria del settembre 1905 [E9], Einstein, all’e-
poca tecnico di terza classe all'Ufficio brevetti di Berna. “Il principio di
conservazione della massa & un caso particolare del principio di conserva-
zione dell’energia”, scrisse nel maggio 1906 [E10], quando era tecnico di |
seconda classe. “‘Quanto a inerzia, una massa m ¢ equivalente a un conte-
nuto di energia (...) me?. Questa conclusione ¢ di importanza straordina-
ria, dato che [implica che] la massa inerziale e I'energia di un sistema fisico
appaiono equivalenti”, affermo nel 1907 [E11]. L'equivalenza di massa
ed energia in casi particolari era nota da circa venticinque anni (7e);” la
novita del 1905 fu I'aver generalizzato questa connessione.

La dimostrazione data da Einstein nel 1905 della relazione

E=mc (7.20)

si articolava come segue. Si consideri un corpo con energia E, in quiete
in un dato riferimento inerziale. Il corpo poi emetta onde luminose piane
con energia L/2 in una direzione formante un angolo ¢ con 'asse x, e
un’eguale quantita di luce nella direzione opposta. Dopo queste emissioni,
il corpo ha un’energia finale E; tale che AE = E, — E, = L. Si consideri
questa stessa situazione vista da un riferimento inerziale in moto con velo-
citd v in direzione x. In base all’equazione (7.18), AE’ = E/ — E{ =L
indipendentemente da ¢. Quindi

AE —AE=L(y-1) (7.21)
ovvero, nell’approssimazione del second’ordine,
AE’ —AE:i(l:) o, (7.22)
2 \ig?

Ora, disse Einstein, che l'espressione (7.21) della variazione di energia
ha la stessa struttura della (7.17), che di I'energia cinetica aggiuntiva di
una particella, talché “‘se un corpo emette I'energia L sotto forma di radia-
zione, la sua massa diminuisce di L/¢*: il fatto che l'energia sottratta
al corpo diventi energia di radiazione non fa, evidentemente, alcuna
differenza”.

Questo breve articolo del settembre 1905 terminava con I'osservazione
che i corpi “il cui contenuto di energia ¢ variabile in grado elevato, per
esempio i sali di radio” avrebbero forse potuto essere utilizzati per con-

L’espressione 7.17 &€ W = f K'dx'= mf v vdv =mc(y - I).
0



DEDUZIONE DELLA FORMULA E = mc? SECONDO IL PRINCIPIO DI MINIMA AZIONE

Secondo il principio di minima azione per un sistema meccanico esiste un integrale S, detto azione, che ¢
minimo per il moto effettivo. Esso deve essere invariante per le trasformazioni di Lorentz, deve quindi essere
I’integrale di uno scalare e sotto il segno d’integrazione devono comparire solo differenziali del primo ordine.
Il solo scalare di questo tipo che si pud formare per una particella materiale libera ¢ I’intervallo ds o ads, dove
o € una costante. L’azione sara data dall’integrale

b . . . . e
S=-a fa ds esteso alla linea d’universo compresa fra i due eventi a e b che rappresentano le posizioni iniziale

e finale occupate dalla particella negli istanti #; e #,, vale a dire tra i punti d’universo dati. La costante o deve
essere una grandezza positiva per tutte le particelle (ci troviamo in uno spazio quadridimensionale di

. . . b . . o .
Minkowski, nel quale I’integrale fa ds ha un valore massimo quando ¢ esteso ad una retta di universo e puo

quindi essere reso arbitrariamente piccolo se esteso ad una curva di universo; cosi 1’integrale preceduto dal
segno positivo — se a fosse negativo — non avrebbe un minimo).

L’azione si pud rappresentare sotto forma di integrale del tempo: S = | . ? Ldt, in cui L ¢ la funzione di Lagrange
1

. . . . , z t , 2
o lagrangiana del sistema meccanico. Dalla relazione ds = c dt |1 — :—2 ricaviamo S = | . P—ac [1-— :—zdt .
1

2
La lagrangiana per la particella ¢ quindi L = - ac ’1 - 1:—2 . La grandezza a caratterizza la particella data; in
meccanica classica ogni particella ¢ caratterizzata dalla sua massa m e nel passaggio al limite per ¢ — oo, L si

2
deve trasformare nell’espressine classica dell’energia cinetica L = - Sviluppando allora L in serie di potenze

LV . . .. .. . . v?
di - trascurando nello sviluppo i termini superiori al secondo ordine, otteniamo L = - ac ’1 - ZF-act

2
av .. . . . . . . .
—. I termini costanti della lagrangiana non incidono sulle equazioni del moto e si possono omettere.

2c
Omettendo la costante ac in L e confrontando con I’espressione classica si trova a = mc. L’azione per una
. . T b . 2
particella libera ¢ quindi S = - mc fa ds e la lagrangiana L = -mc’ |1 — :—2 .
La quantita di moto di una particella ¢ il vettore p = didd =.
v
1-=

2
L’energia E della particella ¢ la grandezza pv — L. Dopo una semplice sostituzione si ottiene £ = Lz . Dalla
-2
C

formula si vede che, in meccanica relativistica, I’energia di una particella libera non si annulla per v = 0, ma
prende il valore

Ey=mc’.



DEDUZIONE DELLA FORMULA E=mc*> PARTENDO DALLA QUANTITA DI MOTO (IMPULSO)

La legge di Newton F = % , dove p ¢ "'impulso o quantita di moto e ¢ il tempo.

L’impulso relativistico ¢ dato da p = \/ﬂz = ymv.
v
1-=

.. . . . . . . a mv . cn
Al limite (per c infinita) /" deve ridursi alla sua espressione classica: F' = = —\/72 sderivando la velocita
v
-5

rispetto al tempo otteniamo, dopo alcuni semplici passaggi:
dv

F=m—% ey
2] /2

-5
all’energia cinetica K acquisita dalla particella

2
K= mf; L dv="T2 = ymc* —mc*. Sev =0,y =1eK =0, quindi I’energia totale deve valere

»2 3/ v2
-z

1-=
E = mc?* che & ’energia della particella a riposo.

. L’integrale della forza per accelerare la particella di massa m dalla velocita 0 fino a v € uguale




DEDUZIONE DELLA FORMULA E=mc?
(Utilizzando la funzione di Lagrange calcolata in precedenza
mediante il metodo variazionale)

Le lettere p e v, in grassetto, rappresentano grandezze vettoriali; v
¢ Invece, ovviamente, uno scalare.

i . . C e e V2
La lagrangiana in meccanica relativistica € L = —mc? /1 - = la

quantita di moto o impulso ¢ il vettore

p = g—i le cut componenti sono le derivate di L rispetto alle

componenti di v.
. . . mv
Eseguendo la derivazione, otteniamo p = \/72
v
1-—=
c

L’energia E di un sistema meccanico ¢ data dalla formula
2
mc

E = pv — L: sostituendo 1 valori trovati otteniamo E = \/72
1- 2
C

Quando la velocita si annulla I’energia avra il valore £y = mc* che
rappresenta 1’energia a riposo.



233 Lg convenzionalita della simultaneita

Malgrado la critica alla concezione del “presente cosmico” sia una diret-
ta conseguenza della relativita della simultaneita, la sua portata concet-
radle e scientifica & stata spesso sottovalutata. Onde evitare I'impressione
che essa sia solo frutto di una particolare interpretazione della teoria, con-
viene approfondire il problema dei fondamenti filosofici della nozione di
cimultaneita relativistica. In effetti, la critica di Einstein alla simultaneita
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assoluta era partita proprio dall'impossibilita in linea di principio di veri-
ficare la contemporaneita di eventi a distanza, ¢ quindi da un posizione
Flosofica sostanzialmente verzficaziontsta. 1l verificazionismo sostiene che
una proposizione qualsiasi & dotata di senso sc e solo se & possibile indi-
care in linea di principio un metodo per verificarla. Esso adotta quindi

un criterio di verita che & essenzialmente episternico: la verita di una

proposizione non trascende i mezzi cognitivi di cui disponiamo per asse-
rirla. Per esempio, secondoun verificazionista non possiamo attribuire un
valore di verita né a una proposizione matematica di cui non abbiamo
una dimostrazione, né a una proposizione empirica per cui non c’¢ suf-
ficiente evidenza. La posizione opposta, quella cio¢ per cui una proposi-
Zione & vera o falsa indipendentemente dalle nostre capacita di stabilire
quale dei due valori di verita le appartenga, & in genere denominata rea/i-
smo. Una strategia verificazionista & all'origine sia della critica allo spazio
assoluto newtoniano inteso come portatore di proprieta meccaniche, che
all'origine della critica al “presente assoluto cosmico”. Postulare uno spa-
zio assoluto ¢ un presente cosmico assoluto non contraddice direttamen-
te la teoria della relativita speciale. Non avendo alcuna conseguenza em-
pirica osservabile, le due entita postulate non hanno pero alcun signifi-
cato fisico e sono dunque del tutto supetflue.
"L critica concettuale di Finstein, che all'epoca della formulazione della
relativita ristretta era sotto Linfluenza delle filosofie di David Hume e Ern-
st Mach, presupponeva dunque un punto di vista verificazionista: la verifi-
ca diretta della simultaneita tra due eventi pud darsi solo quando gli even-
ti sono spazialmente quasi coincidenti. Di conseguenza, da parte di coloro
che, come i neopositivisti, dividono la conoscenza scientifica in una com-
ponente empirica o dipendente dal mondo e in una definitoria o dipen-
dente dal nostro modo di guardare a esso,™ si & spesso affermato che la
determinazione temporale di eventi a distanza & frutto di una convenzione,
Tovvero di una definizione svuotata di ogni contenuto fattuale. La natura
' convenzionale della coordinatizzazione temporale di eventi a distanza sem-
' brerebbe portare un ulteriore argomento a favore della concezione secon-
| do cui la simultaneita di eventi a distanza non ha alcun carattere oggettivo.
1l termine ‘ulteriore’ va sottolineato: la controversa tesi filosofica della
convenzionaliti della simultaneita, sostenuta da Reichenbach, Griinbaum
& vari altri autori, va in ogni caso tenuta distinta da quella, universalmente
- condivisa, della relativitd della simultaneita. Mentre la tesi della conven-

1 Tale distinzione riecheggia quella invocata da Kant tra elementi a priori ed elementi a posterio-
1i della conoscenza umana. Linflusso di Kant sul primo neopositivismo & stato documentato da vari
storici, tra cui Julius Weinberg e Michael Friedman.
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zionalith della simultaneita riguarda, come ora vedremo, la scelta di una
particolare relazione di simultaneita all'interno di un unico sistema di ri-
ferimento inerziale assunto come gia dato, il problema della relativita del-
la simultaneitd riguarda invece la tesi sopra riferita secondo cui l'asser-
zione ‘'evento 4 & simultaneo con &’ & a rigore priva di senso se gli even-
ti non sono quasi coincidenti spazialmente e percid passibili di una uni-
ca percezione diretta che hi comprenda entrambi. Se gli eventi sono se-
parati da un intervallo di tipo spazio, nello spaziotempo di Minkowski
Tasserzione di cui sopra acquista un valore di verita definito solo se essa
& riferita a un particolare sistema inerziale, motivo per cui la tesi della re-
lativita della simultaneita assume significato solo tra divers: sistemi iner-
ziali. Naturalmente, data lequivalenza di tutti i sistemi di riferimento, si
puo anche definire in modo non controverso come convenzionale (o sot-
todeterminata dai fatti) la scelta di un particolare sistema di riferimento
con il quale descrivere i processi fisici. Cio che bisogna comunque tene-
re concettualmente distinto & il problema di scegliere un particolare si-
stema inerziale rispetto al quale relativizzare la simultaneita dal supposto
problema di scegliere una particolare relazione di simultaneita all' interno
di un singolo sistema inerziale gid dato. In che senso in relativita siamo di
fronte a tale secondo problema?

Considerando che in fisica ogni asserzione concernente la durata tem-
porale di un fenomeno & in realtd corrispondente a una lettura di orolo-
oi, il problema da cui parti Einstein nel 1905 era quello di trovare un me-
todo per sincronizzare due orologi ideali supposti identici ¢ posti in due
punti spazialmente distanti di uno stesso sistema inerziale. Il problema &
simile a quello che possiamo incontrare quando vogliamo festeggiare il
Capodanno insieme con amici lontani, e per sincronizzare il momento in
cui stappare lo spumante facciamo una chiamata telefonica o utilizziamo
il segnale orario televisivo. Il metodo originalmente suggerito da Einstein
consisteva nell’inviare un segnale luminoso da una linea di universo iner

ta
tempo

0O o'
fig 9-t=t.+e(t,-tJconO0<e<l
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/ziale O, rappresentante il primo orologio, a un’altra linea di universo iner-

ziale O' corrispondente al secondo orologio, e poi far riflettere il segna-
le da quest’ultimo indietro verso il primo (cfr. fig. 9).

Data la finitezza della velocita della luce, un osservatore solidale all’'o-
rologio sulla linea di universo O potra solo calcolare il tempo totale di
andata e ritorno impiegato dalla huce dall’istante di emissione t, a quello
di assorbimento #,. Naturalmente, tale tempo su O sard uguale alla diffe-
renza #, — £, 1l problema della sincronizzazione a distanza ¢ dato dal fat-
to che, non essendoci trasmissione istantanea di segnali, osservatore O
in linea di principio non pud sapere quale istante %, successivo a £, corri-
sponde sulla sua linea di universo alla riflessione & avvenuta lungo O'. In
linea di principio, tutti gli eventi lungo O che sono compresi nell’inter-
vallo aperto tra £, e £," e che sono separati da un intervallo di tipo spa-
zio rispetto a b, potrebbero essere simultanei con 4, dato che nessun se-
gnale causale puo viaggiare piit rapidamente della luce. Poiché Posserva-
tore lungo O pud solo calcolare i tempi di andata e ritorno della velociti
della Iuce, nulla vieta che essa abbia una velocita diversa nei due tratti, in
quanto, secondo vari studiosi, nessun esperimento potrebbe smentire ta-
le ipotesi di anisotropia nella propagazione. Per esempio, la luce potreb-
be avere una velocita quasi istantanea nel tratto da O a O', e rallentare
rispetto alla velocitd media nel percorso inverso da O a O, in modo ta-
le da dare, alla fine, un tempo totale di andata e ritorno uguale a ¢, — £,
In tal caso, I'evento 7, simultaneo con Ia riflessione 4 sarebbe “subito do-
po” Pemissione ¢., mentre nell'ipotesi inversa, esso risulterebbe assai vici-
no temporalmente all’istante di assorbimento #,. Naturalmente, I'evento 5
si sposterebbe lungo O in modo corrispondente.

Risulta quindi opportuno esprimere questa possibile anisotropia sce-
gliendo una variabile 7, che possa assumere come valore ogni numero rea-
le tra zero e uno, esclusi gli estremi. Allora la risposta pitt generale al pro-
blema di determinare I'istante 7 su O che & simultaneo alla riflessione &
su O' & di assumere che #, = £,+ £(2,- £). (Si noti che se £ fosse uguale
a 0, avremmo che #, = £, mentre per € = 1 avremmo £, = t,, e questi due
casi sono da escludere perché sarebbero compatibili solo con lipotesi di
una trasmissione istantanca della luce nell'una o nellaltra direzione. E per
questo che si sceglie I'intervallo aperto 0 < & < 1).

L'argomento principale in favore della convenzionalita della simultancits
consiste essenzialmente nell'affermare che la scelta di una particolare re-
lazione di simultaneita (ovvero di uno tra Pinfinita piti che numerabile di

* Nel caso dei numeri reali, un intervallo si dice ‘aperto’ quando non comprende gli estremi.

S 2 V. 7

el e > cades 7 By 4
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valori che & pud assumere) non & vincolata da alcun dato empirico. Tale 7

difficolta fu risolta da Einstein con una stipulazione che corrisponde a |
porre € = 1/2 (ossia, tale che ¢, = £,), la cosiddetta relazione standard di. |
simultaneitd, il che a sua volta corrisponde all'ipotesi fisica, che secondo i !
convenzionalisti é in linea di principio non-verficabile, che nel viaggio di /
andata e in quello di ritorno la luce impieghi lo stesso tempo a percorre-
re la distanza data (isotropia della velocita del luce, ovvero sua uguaglianza {
in tutte le direzioni). Malgrado la questione sia ancora aperta, ci sembra |
che a tutt’oggi non esistano argomenti decisivi che ci permettano di at-
taccare la tesi della convenzionalita della simultaneiti sulla base della pos-
sibilita di misurare la velocita della luce “solo andata” (one-way velocity
of light) (sull'isotropia della velociti della luce, cft. Clifton, 1989).

A questo proposito, ricordiamo che un teorico causale del tempo quale

Reichenbach ha giustificato la convenzionalita della scelta standard non so-
S % o
lo per la sua maggiore semplicitd, ma anche con un argomento di tipo “cir-

colo vizioso”. Per stabilire che #, & davvero fatrualmente e oggettivamente |

simultaneo con b, dovremmo poter verificare Iisotropia della velocita della
luce, dovremmo ciog poter misurare la velocita della luce in una sola dire-
zione (solo andata), supponendo nota la distanza tra O e O". Dato che perd
il calcolo di una velocita presuppone la determinazione del tempo e dun-
que l'avere sincronizzato gli orologi a distanza, ci ritroviamo nella situazio-
ne di partenza, dato che per sincronizzare dovremmo sapere quali eventi
sono simultanei. In una parola, per determinare la simultaneiti dobbiamo
presupporre-lisotropia della velocita della luce, ma per deten‘njnare. que-
st'ultima dobbiamo assumere la simultaneita, e il circolo vizioso si chiude.
Sottolineiamo il carattere epistenzico di questo argomento, ossia il suo
fondarsi su una tesi di significanza delle proposizioni di tipo neopositivi-
sta. Basandosi sul principio di verificabilita, tale argomento si applica an-
che a tentativi di definire la simultaneita con il metodo alternativo del
cosiddetto #rasporto lenzto di orolog, inizialmente coincidenti e dunque sm
cronizzabili. Per spiegare tale metodo, ricordiamo che il tempo proptio mi-
surato da un orologio lungo una linea di universo inerzale, pure essendo
intrinseco ' allo spaziotempo, dipende strettamente dal percorso e dun-
que dalla velocita. Abbiamo infatti gia visto, e ne djscu.terf;mc.) ancora n§l
prossimo paragtafo, che come effetto delle trasformazioni di Lorentz, 'll
tempo dei sistemi in moto risulta “dilatato” se misurato dall’qss;rvgtore in
quiete ¢ quindi scorre pil lentamente. Per ovviare a questa hmlte‘az;one, si
& tentato di argomentare che un trasporto con velocita molto piceole (al
limite infinitesime) di un orologio dal punto di emissione al punto di ri-

1 “Intrinseco” significa qui “indipendente da sistemi di coordinate”.

\,
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ﬂess.iong b su O’ ridurrebbe a zero effetto di rallentamento dell'orologio
in viaggio verso O" rispetto a quello in quiete che scandisce il tempo lun-
80 O. Reichenbach argomenta perd che se anche fosse possibile la sincro-
nizzazione attraverso tale metodo, essa fornirebbe solo una definszione al-
ternativa di simultaneita: persino supponendo che nel momento in cui il
secondo orologio viene riportato su O si potesse verificare che esso & in
accordo col primo, non potremmo mai essere sicuri che durante il tra-
sporto il comportamento del secondo orologio non sia mutato.

Piti che su un argomento epistemico, per difendere la tesi della con-
venzionalita della simultaneita Griinbaum insiste invece su una teoria 7e-
Zq%zoms.m.: del tempo, ripresa anch’essa da Reichenbach. Come abbiamo
gla anticipato, secondo questa tesi ‘il tempo non ¢ assoluto’ in un senso
diverso da quello visto prima. Prima, assoluto si contrapponeva a ‘dipen-
dente da un sistema di riferimento’. Qui ‘tempo non assoluto” significa
che (a differgnza di come pensava Newton) esso non sussiste indipenden-
temente dagli oggetti ed eventi fisici. Per Newton, se tutti gli oggetti del-
T'universo fisico si annichilissero, il tempo continuerebbe a esistere e a
scorrere. Per un relazionista invece, una relazione temporale non pud esi-
stere tra istanti di tempo ma solo tra event fisici, ¢ va considerata come
non convenzionale se e solo se essa & definibile in base a relazioni fisiche
tra gh eventi, Poiché ogni evento tra ¢, ¢ 7, &, come dice Griinbaum, “to-
pologicamente simultaneo” con b, ossia causalmente non-connettibile con
esso, € la relazione di simultaneita standard £=1/2 non ¢ definibile in ba-
se ad alcuna relazione fisica, compresa la non-connettibilita causale, Griin-
baum conclude a favore della convenzionalita della simultaneita.

Sebbene molta letteratura sul convenzionalismo della simultaneits ab-
bia tentato di criticare questo argomento ricorrendo al inguaggio estrin-
seco dei sistemi di riferimento e dei raggi di luce, I'attacco pill veemente
a questa tesi & venuto nel 1977 da David Malament, in base a un argo-
mento che fa riferimento solo a elementi intrinseci della struttura dello
spaziotempo di Minkowski, cio¢ indipendenti da sistemi di riferimento.
Malament parte dall'assunto fondamentale della teoria causale del tem-
po, secondo cui una relazione temporale & oggettiva (non convenzionale)
se e solo se & definibile in base a relazioni causali, e poi dimostra che la
relazione standard di simultaneita & Punica relazione di equivalenza non
banalg che & definibile in base alla relazione di connettibilita causale e a
una linea di universo inerziale O (cfr, Malament, 1977)."" Come si pud

LR T— : g B 5 riflesei

r _RICO{diamo che una relazione si dice di equivalenza se & riflessiva, simmetrica e transitiva, Una
lr azllor:u: & non banale se vah_f almapo per du¢ punti distinti senza essere la relazione universale, ciod
a relazione che vale per ogni coppia di punti dello spaziotempo.
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vedere dalla figura 9, in cui per € =1/2 la linea che congiunge & a #, € or-
togonale a O, la relazione standard & essenzialmente data dall’ortogenalita
rispetto a O, dato che per & #1/2, 'ortogonalita non & preservata.

E interessante solo accennare a come Malament arrivi alla sua dimo-
strazione, dato che la tecnica da lui impiegata mostra che le proprieta og-
gettive dello-spaziotempo di Minkowski — in questo caso la relazione di
simultaneita standard, che in base al teorema risulta ovviamente relativa
a O ma ron convenzionale data la sua unicita — sono proprio quelle che
rimangono invarianti per trasformazioni dello spaziotempo in se stesso
che preservino la struttura causale. Da un punto di vista geometrico, ta-;
Ii trasformazioni, dette anche automorfismi causalt, sono rotaziont spazia- ‘
li attorno alla linea inerziale O (isotropia dello spazio), traslazioni lungo |
O (omogeneita del tempo), riflessioni rispetto a superfici di simultaneita |
(simmetria temporale), cambiaments di scala (dilatazioni) e trasformazioni |
di Lorentz, Piti semplicemente, gli automorfismi causali sono funzioni da |
R*a R? che lasciano invariata la struttura del cono di luce, ovvero che tra-
sformano un vettore di tipo luce in uno di tipo luce, uno di tipo tempo
in uno di tipo tempo, e uno di tipo spazio in uno di tipo spazio. Il noc-
ciolo della prova di Malament é che rali automorfismi causali sono anche
simmetrie della relazione di simultaneita che essi definiscono, tanto da in-
dividuarla in modo unico come la relazione che presctive come simulta-
e tutti gli eventi appartenenti al piano ortogonale che passa per O, esclu-
dendo invece ogni relazione data da e = 1/2. Questo risultato mostra che,
da un punto di vista intrinseco, la relazione di simultaneita standard & dav-
vero parte integrante della struttura dello spaziotempo di Minkowski, as-
sai pitt di quanto le considerazioni estrinseche facenti riferimento alla ve-
locita della Tuce potevano far supporre.™

E stato pero obiettato che tale risultato di Malament non & solo “sen-
sibile” alle condizioni definitorie, ma presuppone anche un impegno fi-
losofico realista nei confronti dell’esistenza dello spaziotempo e delle sue
proprieta metriche.”” Per quanto riguarda la prima difficolta, aggiungen-
do una linea di universo inerziale O’ a quella data O, oppure un’orien-
tazione temporale alla struttura dello spaziotempo, il risultato di defini-
bilitd unica di €=1/2 viene compromesso (si veda Norton, 1992). Per

18 Tnfatti, fare a meno della relazione di simultaneita standard significa fare a meno di tutta la strut-
tura che preserva gli angoli di due qualsiasi vettori, detta anche struttura conforme dello spaziotem-
po.
1 In conversazione privata con uno degli autori (M.D.), A. Griinbaum ha anche obiettato che una
debolezza del teorema di Malament consiste nell'assumzere, piuttosto che nel dimostrare, che la rela-
zione di simultaneita sia una relazione di equivalenza. Di contro a tale assunzione, si noti che la rela-
zione di non-connettibilita causale, i cui candidati sono eventi separati da intervalli di tipo spazio pro-
prio come i candidati della relazione di simultaneitd, € non-transitiva e dunque non & di equivalenza.
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quanto riguarda la seconda obiezione, pit filosofica, il risultato di Mala-
ment potrebbe lasciare sostanzialmente tiepidi dei filosofi relazionisti co-
me Reichenbach, dato che costoro ritengono che lo spaziotempo sia so-
lo un utile modello matematico e non una entit sostanziale parte dell’u-
" niverso fisico. I punti dello spaziotempo per un relazionista non esistono,
~ dato che, come abbiamo visto, le relazioni spaziotemporali sono da lui
- costruite a partire da eventi o oggetti fisici attualmente esistenti, e non
_sussistono indipendentemente da essi. Seguendo Quine, si pud di nuovo
invocare il principio per cui non ¢’ esistenza di enti senza loro identita,
e ne seguirebbe allora che i punti spaziotemporali non esistono, perché
nessuna delle loro postulate proprieta geometriche ¢ essenziale, o ne per-
mette l'identificazione. Senza addentrarci nella discussione dj questa obie-
zione “anti-sostanzialista” dello spaziotempo, I'abbiamo perd accennata
per mostrare (1) che il problema della convenzionalita della simultaneits
¢ un’area di ricerca fisico-filosofica ancora oggi attiva; (2) che un risulta-
to fisico tecnico-formale ha precisi presupposti filosofici; (3) che un nuo-
vo risultato tecnico difficilmente risolve una volta per tutte una proble-
matica filosofica, ma certamente la rende piu complessa e sofisticata 2’
Linterpretazione del risultato tecnico di Malament, e dunque anche la di-
sputa sulla convenzionalita della simultaneita, dipende in parte da com-
plicati argomenti sulla natura sostanziale dello spaziotempo, su cui ritor-
neremo nel paragrafo 3.11 su “Fisica e Geometria”.
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che interazione si propaghi pit velocemente della luce. Come abbia-
mo appena visto, i concetti di « prima » e « dopo » hanno un senso
assoluto solo per questi eventi; questa & una condizione indispen-
sabile perché i concetti di causa e di effetto abbiano senso.

§ 3. Tempo proprio

Supponiamo di osservare da un sistema di riferimento inerziale
un orologio animato da un moto arbitrario rispetto a noi. In ogni
istante questo moto puo essere considerato uniforme. Possiamo quin-
di in ogni istante fissare rigidamente all’orologio un sistema di
coordinate che sard (con 1'orologio) un sistema di riferimento
inerziale.

_ In un intervallo di tempe infinitesimo d¢ (secondo un orologio
tisso che si trova cioé nel nostro sistema di riferimento) 1'orologio
in movimento percorre la distanza

Vda? + dy® |- dz?,
Si domanda: quale sara I'intervallo di tempo d¢” indicato dall’orolo-
gio in moto? Nel sistema di coordinate legato all'orologio in movi-
mento quest’ultimo & fermo, ciod dz’ = dy’ = dz’ = 0. In virtd
dell’invarianza dell’intervallo,

ds® = c? di* —da®— dy® —dz® = ¢? d1'2,

donde
¢ ae v/ 1 P dyfda
dit’ = dt [/-1 <2 477 .
Ma
da?4-dy®4-de2 e
dt2 e k]

dove v & la velocita dell’orologio in moto; pereid

T v2
i dz1/1—c—2. (3,1)

L’integrazione di questa espressione da l'intervallo di tempo indi-
cato dall’orologio in movimento, quando 1’orologio fisso indichera
il tempo #;—i;:

t2

1 P 2
ié%Q:j‘dll/ _ﬁ%’z—. (3,2)
t1
Il tempo indicato da un orologio, solidale con un corpo dato,
8 de_tto tempo proprio di questo corpo. Le formule (3,1) e (3,2)
esprimono il tempo proprio in funzione del tempo misurato
nel sistema di riferimento rispetto al quale si considera il moto.
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Come risulta dalle formule (3,1) e (3,2), il tempo proprio di un
corpo in moto & sempre minore del corrispondente intervallo di
tempo nel sistema fisso. In altri termini, un orologio in moto va
piti lentamente di un orologio fisso.

Suppeniamo ora di avere un altro orologio in moto rettilineo
uniforme rispetto ad un sistema di riferimento inerziale K. Il siste-

. ma K’ solidale con il secondo orologio & anch’esso inerziale. Allora,

V'orologio del sistema K, dal punto di vista di un osservatore nel

' sistema K, ritarda rispetto all’orologio dell’osservatore. E al contra-
" rio, dal punto di vista del sistema K', ritarda I’orologio nel sistema X.

Per convincerci che non esiste alcuna contraddizione, consideriamo il

" seguente fatto. Per costatare che Iorologio di K’ ritarda su quello di K,

procediamo nel modo seguente. Supponiamo che in un certe istante
1'orologio di K’ incontri quello di K e che in questo istanlte essi
indichino lo stesso tempo. Per confrontare 1’andatura degli orologi
di K e di K', bisogna nuovamente confrontare le indicazioni dell’oro-
logio di K’ con un secondo orologio di K, ossia con quello incontrato
dall’orologio di K" in un altro istante. Si scopre cosi che 1’orologio
di K’ ritarda sull’orologio di K con quale viene confrontato. Per
poter confrontare I’andatura degli orologi in due sistemi di riferimen-
t0, occorrono quindi pid orelogi in nn sistema e un orologio in un
altro sistema. i

Risulta percid che questo processo non & simmetrico rispetto’
ai due sistemi considerati. In ritardo sard sempre 1’orologio
che viene confrontato con differenti orologi dell’altro sistema di
riferimento. -

Se si prendono due orologi uno dei quali descrive una traiettoria
chiusa per tornare alla posizione iniziale (dove si trova 1’orologio
fisso), risulterd in ritardo proprio 1'orologio in moto (rispetto a quel-
lo rimasto figso). 1l ragionamento inverso, nel quale i ruoli degli
orologi vengono invertiti, non & valido perché 1'orologio descrivente,
1a traiettoria chiusa non compie un moto rettilineo e uniforme, e il
sigtema di riferimento relativo ad esso non ¢ inerziale.
~ Siccome le leggi della natura sono identiche soltanto in sistemi
di riferimento inerziali, i sistemi di riferimento relativi all’crologio
fisso (sistema inerziale) e a quello in moto (sistema non inerziale)
possiedono proprietd differenti, e il ragionamento secondo il quale
I’orologio fisso dovrebbe ritardare & sbagliato.

L'intervallo di tempo indicato da un orologio & uguale all’inte-

grale %—5 ds preso lungo la linea d’universo di questo orologio. Se’

1’orologio é fisso, la sua linea d’universo & una retta parallela all’asse
del tempo; se invece 1'orologio compie un moto non uniforme lungo
una traiettoria chiusa e ritorna alla posizione di partenza, la sua |
linea d’universo & una curva passante per due punti sulla retta d'uni-
verso di un orologio fisso, corrispondenti all’inizio ed alla fine del
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| moto. D’altra parte, abbiamo visto che il tempo indicato da un
|orologio in quiete & sempre maggiore di quello di un orologio in

moto. Si arriva quindi alla conclusione Qh@.lﬁn¢egralefj_akﬂpreso
tra due punti d’'universo dati ha un valore massimo quando
¢ esteso alla retta d'universo che congiunge questi due puntil).

§ 4. Trasformazione di Lorentz

Ci proponiamo ora di trovare le formule di trasformazione da un
sistema di riferimento inerziale in un altro, ciod le formule che
permettono, conoscendo le coordinate z, ¥, 3, t di un evento in un
sistema di riferimento K, di trovare le coordinate ', y', 2, ¢ dello
stesso evento in un altro sistema inerziale K'.

Questo problema in meccanica classica si risolve molto facil-
mente. Essendo il tempo assoluto, abbiamo # — t'; scegliendo poi le
coordinate nel modo solito (facendo ciod coincidere gli assi z ed ol
mentre gli assi y, z restano paralleli a y’, z’° e il moto avviene lungo
gli assi z ed z'), le coordinate y e z saranno evidentemente uguali
alle coordinate y’ e z’, mentre le coordinate z ed z’ differiranno per
la distanza percorsa da un sistema rispetto all’altro; se come origine
del tempo si prende 1'istante in cui i due sistemi delle coordinate
coincidono e se si indica con V la velocita di K’ rispetto a K, questa
distanza sard allora V¢ Quindi si ha:

t=z +Vi,y=y',z=12", ¢t =¢. (4,1)

Queste sono le formule di trasformazione di Galilei. B facile verificare
che questa trasformazione, come c’era da aspettarsi, non soddisfa la
condizione della teoria della relativitd: essa non lascia invariante
I'intervallo tra due eventi. :

Per cercare le formule di trasformazione relativistiche, partiremo
dal requisito che esse lascino invarianti gli intervalli,

Come abbiamo visto nel § 2, I'intervallo tra due eventi si puo
considerare come la distanza tra i due punti d’universo corrispondenti
in un sistema di coordinate quadridimensionale. Possiamo dunque
affermare che la trasformazione cercata deve lasciare inalterate tutte
le lunghezze nello spazio quadridimensionale Z, U, 2, t, ct. Tylitipa®
sformazioni non possono essere che traslazioni-e rotazioni del sistema
di coordinate. Le traslazioni del sistema di coordinate non presentano

[ oyl Si suppone naturalmente che questi punti e le linee che li congiungono
pp q P

siano tali che tutti gli elementi ds su queste linee sono del genere tempo,
Questa proprieta dell’integrale & dovuta al carattere non euclideo della
| geometria quadridimensionale. In uno spazio euclideo questo integrale sarebbe
L minimo lungo una retta.
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alcun interesse perché si riduconovad un sempllice spos‘z{arﬂ?nt.oe
dell'origine delle coordinate spazialm-e ad un camhlafrlento ell’ori-
gine dei tempi. Quindi la trasformazm‘ne cercata dev essere es(i).resia
matematicamente come rotazione di un sistema di coordinate
idimensionale x Z: & .
quaggfilggtazione in ujn?}’spazio quadridimer}sic{nale puod essere scon;—
posta in sei rotazieni rispettivamente nei piani 2y, zy, 2z, tx, ty, 7:'
(analogamente una rotazione ngllo spazio ordinario puo essere SG'Omi
posta in tre rotazioni nei piani zy, zy e‘d zz). Le tre prime rotaZ}og_
trasformano solo le coordinate spazmhl;_desse corrispondono quindi
ioni ordinarie nello spazio euclideo. : .

alle(]]i)ﬂrfsaiillgriamo una trasformazione nel piano ifz; le cpordmate
y e z restano invariate. In particolare, questa _tra_sformazlone dexlfe-
lasciare invariata la differenza (cf)® — 2*, ossia 11 quadrato lde! a
« distanza » del punto (ct, ) dall’origine de]:]‘e coordinate. La relazio-
ne tra le vecchie e le nuove coordinate in questa trasformazione
& data dalle formule

z = x' chp + ct’ sh, ¢t = 2’ shp + ct’ch , (4,2)
dove g & 1« angolo di rotazione »; & sempli?e ve_rifi_care l’qguagémﬁ}-
za 2 — 2 = ¢® ¢’ — 2. Le formule (4,2) si differenziano dalle
formule ordinarie di trasformazione .nel‘].a rotazione (_){egh assi coclwlr—.
dinati per la sostituzione delle funzmn_l trigonometriche con quelle
iperboliche. In questo si manifesta la differenza della geometria noln‘
euclidea dalla geometria euclidea. Le formu]_e che cerchiamo sono le
formule di trasformazione che permettono d} passare da un S}st-erpa
di riferimento inerziale K ad un sistema K’ che si muove rlspet}tlo
a K lungo 1'asse # con velocita V. In questo caso ¢ evidente dc "i
sono soggetti alla trasformazione soltanto la coord1naia2mfe{ Ea
tempo £. Questa trasformazione de\‘fe avere la forma (4,2). : egt“
da determinare 'angolo 1 che pud dipendere solo dalla velocita

: : |

mlaé:)jlasier)iamo il moto dell’origine delle _coor(:linate di K’ nel
sistema K. Allora 2’ = 0, e le formule (4,2) si serivono

x =ct'shy, ct =ct’ chy,
o0, dividendo membro a membro,
&x
7 h a1

dove 2/t & evidentemente la velocitd del sistema K’ rispetto a K.

Si ha quindi

vV
thlpz-c—,

1y Per evitare confusione, indicheremo ovungue con ¥ la ngO(ﬁLai:]'ellii{;;t\;a
costante tra due sistemi inerziali e con v la velocita di una particella %
che non ¢ necessariamente costante.

"
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Sostituendo queste ultime espressioni nella (4,2), troviamo:

sh ’lIJ?:

;
v — a2
'LV , ; e

R el T
el e

Queste sono le formule di trasformazione cercate, che sono chiamate
formule di trasformazione di ILorents. Queste formule saranno in
seguito di importanza fondamentale.

Le formule inverse, esprimenti z', y’, z’, ¢ mediante Ty U, Liat
si possono ottenere semplicemente operando la sostituzione di V
con —V (poiché in questo caso il sistema X si muove relativamente
a K’ con velocitd —V). Le stesse formule si possono ottenere diret-
tamente risolvendo le equazioni (4,3) rispetto ad ol B

Dalla (4,3) & facile vedere che, quando si passa alla meccanica
classica per ¢ — oo, le formule di trasformazione di Lorentz si
riducono effettivamente alla trasformazione di Galilei.

Se nelle formule (4,3) ¥V > ¢, le coordinate z, ¢ diventano imma-
ginarie; questo corrisponde all’impossibilitd di un moto con velo-
citd superiore a quella della luce. Non & nemmeno possibile avere
un sistema di riferimento che si muova ad una velocita uguale a quel-
la della luce perché i denominatori delle formule (4,3) si annul-
lerebbero.

Per velocita V, piccole rispetto alla velocitd della luce, in luogo
delle (4,3) si possono utilizzare le formule approssimate

! ¥ ¥ ’ ! ’ ;] r
=2V, y=y', z=7, t=t'4 <7 (4,4)

(4,3)

Consideriamo ora un’asta in quicte nel sistema K e disposta
parallelamente all’asse z. Sia Az — Ty — 2; (dove z, ed x; sono
le coordinate delle estremitd dell’asta nel sistema K) la sua
lunghezza misurata in questo sistema. ' Cerchiamo ora la sua
lunghezza nel sistema K'. A tale scopo bisogna trovare le coordinate
delle duc estremita (z) ed xy) in questo sistema allo stesso istante £,
Dalle (4,3) abbiamo:

@) 4 Vi! 2y LV

'/l’,I:—h———- P

_i/'i_vz’ 2__/_ﬁ'

e V B
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i

La lunghezza dell’asta nel sistema K' & Az' =2, —z, e si
ottiene sottraendo z, da a;:

Az’
A.T: = _—W-
V' L
Si chiama lunghezza propria di un’asta la sua lunghezza nel
sistema di riferimento dove essa ¢ in quiete. Indicando con
ly = Az la lunghezza propria e con I la lunghezza della stessa
asta misurata nel sistema K', otteniamo la relazione:

i
Pl 4t (4,5)

Da questa formula & chiaro che la lunghezza dell’asta @ maggiore
nel sistema di riferimento dove essa ¢ in quiete. La sua lun-
ghezza, in un sistema in cui si muove con la velocitd V, dimi-
nuisce nel rapporto di /1 — V2/c2. Questo risultato della teoria del-
la relativitd si chiama contrazione di Loreniz.

Poiché le dimensioni trasversali di un corpo in moto non cambia-
no, il suo volume 7 si riduce allo stesso modo:

=9} 1-5, (4,6)

dove 77, & il volume proprio del corpo. _

Le trasformazioni di Lorentz ci permettono di trovare i gid
noti risultati, relativi al tempo proprio (§ 3). Consideriamo un oro-
logio in quiete nel sistema K’'. Siano dati due eventi che accadono
in uno stesso punto z’, y', z’ dello spazio nel sistema K’. Il
tempo che separa questi eventi nel sistema K' & At = ¢, — ¢].
Cerchiamo ora il tempo A# che separa gli stessi eventi nel sistema K.
Dalle (4,3) abbiamo:
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b=, t2:f—1"2
l/ 1m7‘5_ V b= c?

o, sottraendo 1'uno dall’altro,

At
lo— =Nl = ———— |

. Ve’
5/1”“?

che ¢ in pieno accordo con la (3,1). B

Notiamo infine ancora una proprietd delle trasformazioni di |
Lorentz, che le distingue dalle trasformazioni di Galilei. Quest:ul_f
time possiedono, come si dice, la proprietd commutativa, ciod il |




